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EQUAZIONE DI HAMILTON-JACOBI GENERALIZZATA 
PER UN PROBLEMA DI CONTROLLO 


ANGELO CAVALLUCCI 


Consideriamo il problema 


f(2(1)) > min 
reW!1(0,1; A"), 

t(1) E F(t,2(t)) qg.d.su [0,1], 
x(0) = zo 


(P) 


e poniamo, per 0 < to <t1<1, £E R", 0<T<1, 
S(t0,t1;€) = {z(.) € W®!(0,1; A") | #(t) € F(t,2(1)) g.d., 2(t0) = 6}, 


V(7,€) = inf{f(2(1))] (-) € S(7,1;6)}. 


Ci proponiamo di esporre alcuni risultati di Vinter-Wolenski [8], [9] relativi alla - 
funzione valore V, ottenuti sotto le seguenti ipotesi (minimali) sulla multifunzione 
F e sulla funzione f: 

(HO) f:: R° + R é localmente lipschitziana; 

(H1) [0,1]x A" 3 (t,x)— F(t,5) #0 compatto C R°; 

(H2) esiste A>0 sommabile tale che 


F(t,2') C F(t,2) +AM)|c — 2/|B 


per 0<t<le x,x' E R°; 
H(3) F(.,x) é misurabile per ogni x ed esiste la funzione sommabile r > 0 
tale-che 


F(t,2) C [r(4) +A(02]]B 


per ogni t e x. 
Si é posto B = {x € R°| |e|< 1}. 


TEOREMA 1. Sotto le ipotesi (H0)-(H3) si ha 


0# S(7, 1;6) per0<7T<1, &eR", 


V(7,6) < +00 per »> , 
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V(1,€) = f(€) per € € R°, 


e inoltre 
i) per ogni R> 0 esistono 0<y € L!(0,1) e M > 0 tali che 


ui 
IV(#,8)- V(4,9) < Mq -€+ f rs) ds) per |é'l, IX M,0<t<#<1, 


ii) esiste J.C [0,.1] di misura nulla tale che 
min liminf VA+A,E+ hu) — V(t,€) =0 
vEcoF(t,€) h-0+ h 
per ognié ER" etgJ. 


Questo risultato é contenuto in [8]. Lo stesso risultato, sotto l’ipotesi ulteriore 
di F continua, é contenuta in [7] (cfr. anche [3]). i 

La dimostrazione del Teorema 1 si fonda sulle proposizioni e sui lemmi che 
seguono. 

Poniamo 


Fo(t,x)= co F(t,z), 
So(to,t1;€) = {x(:) € W!(to,t1; R")| (to) = €, 


"te calli st cà a 0, 


per € € R",0 < to < tr < 1. Abbiamo indicato con coA l’nvolucro convesso 
dell’insieme A. 
Si verifica che perFo valgono le stesse condizioni (H1)-(H3) soddisfatte da F. 


Proposizione 1. Sia é € R", 0<to <t1<1. Sotto le condizioni (H1)-(H3) si 
ha 

i) per ogni y(:) € W!(to,t1; R") e € € R" esiste (-) € W!! (t0,t1; R") tale 
che 


x(t) € F(t,z(t)) q.d. su [0,1]}, 2(0) = €, 
Ln(6) — (4) — [e(t0) — ulto)II < Ir(to) — u(to)leMto MA 
+ /J eSt Mo) do d(y(5), F(s,y(s))ds per to <t<t1; 


ii) per ogni y(-) E So(to;t1;€) e e > 0 esiste z(-) E S(t0,t1;€) tale che 


et) — y(0)] < e perto <t<t1; 


iii) si ha 

S(to,t1;€) = So(to,t1;€) # 0 compatto 
in C({to,t1; RP). 
La dimostrazione si può trovare in [1]. 


Proposizione 2. Sotto le ipotesi (H0)-(H3) si ha, per0<rT<1,t € R", 
. V(1,6) = min{f(2(1))]z(-) € So(7,1;6)} 
e, se il minimo viene assunto in £(-) € So(7,1;€), si ha 
i) V(n€)=V(,5(0)=f(é) perr<t<1. 
Inoltre si ha per ogni x(-) € So(7,1;€) 


ii) V(7,€É)< V(t,x(t)) perr<t<1. 


La prima affermazione segue subito dalla Proposizione 1; per le altre rimandiamo 
per esempio, a [3], [4], [5]. 


Lemmma 1. Sia R>0esia 
10) = [1+IDbell] Pr +07], 0<t<1, 
| M = R+ Ill. 
Allora si ha per ogni x(-) € So(to,t1;), O0<to<t1<1, |EI<R, |&|<R 
) let) -&1< fl 15) ds, 
i le)l<M, 
ii) IN@E)-VGOISO(lE-€1+ fi 1)ds), 


per una opportuna costante C = C(R). \ 
Per la dimostrazione rimandiamo a [8], punto 3. 


Proposizione 3. Esiste J C [0,1] di misura nulla tale che per ogni R> 0et@J 
si ha 


t+h 
1/5 f Lg [Fo(5, €), Fo(t,6)] ds tan 0, 


ove D(A1, Az) indica la distanza di Hausdorff fra gli insiemi A) e A7 


Per la dimostrazione utilizziamo la formula 


D(A,,A42)= TRE 16*(y|A2) — 5*(yJA1)|, 
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con 
6 (y| A) = max 
(ylA) Ha yu, 


valida per ogni Ai e Az convessi compatti non vuoti (cfr [2], Theor.II.18). Dalla 
Prop.3.2.4 di [3] segue che la funzione 


(0,1) >3t —6*(y[Fo(t,6)) 


é misurabile e che si ha 


15° (y|Fo(t, 6) — 8*(y'|Fo(t,8") < 


< (rt) + Ally = yl+ Ale e 
per |€|, || < Re y, y' € B. Ne segue 


16*(y|Fo(t, 8))] < Iyl(r(4) +A@M)R) 
e quindi la funzione t — 6*(y|Fo(t,£)) é sommabile su [0,1] . 
Poniamo 
H(t)(£,v) = H(t,€,y) = 6*(y|Fo(t,€)). 
Allora si ha 


[0,1]3t— H(t) e C(RB x B) 
e la funzione H (-) é misurabile. Infatti C(RB x B) é uno spazio di Banach separabile 


e per ogni g € C(RB x-B) e A sottoinsieme numerabile e denso in RBxBsiha 


lo - #01 =" max lo(€,9)- H(66,9)1= 


Iyi<i 


sup lg(6, v) uni H(t,6, y) 
(E,y)EA 


Dunque la funzione 


(0,1]3t-l9- FO] 
€ misurabile e quindi anche H(-) é misurabile (cfr. [2], Theor.III.9). 
Si ha anche 

I] < r@) +A@M)R 


e quindi H(-) é sommabile. Ora segue dal Corollary 2.9.9 di [6] che esiste Jr C [0, 1] 
di misura nulla tale che per ogni t £ Jr si ha 


t+A 
7J NIO- HO, 
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Ora si conclude la dimostrazione ponendo 


e osservando che 


(8) — HO)I] = max l6*(ylZ0(5,6) — 6*(ylFo(t,6)] = 


Iylsi 


E DIFo(8,€) — D[Fo(t,6)]. 


Osservazione.— Dalla Proposizione 3 segue la Prop.4.1 di [8]. Infatti si ha per 
ognit £ Jef € R" 


a) ve coP(66)>d(v,3J*" F(s,6)ds) — 0, 
b)  liminfa(o,p fi** F(6,6)ds)=0>vE coF(t,0). 


Per provare a), osserviamo che dal teorema di Aumann (cfr.[3], Theor.3.1.3) 
segue 


t+Ah t+A 
F(s,é) ds) = J Fo{s, €) ds) # 0 compatto convesso 
t 


Per il Lemma III.39 di [2], esiste y(-) misurabile tale che, per quasi ogni s in [t,t+h], 


r(5) E Fo(8,€), lv r(5)] “ d(v, Fo(s,€)) 
e quindi 


t+h 


t+h 
d(v, I F(s,éÉ)ds) = d0,7 f Fo(s, €) ds) < 


1 gita 1 gita 
«dira rs) ds < 7 lv— r(s)| ds = 
hJ hi 


just+a 1 ft+à 
= x/ d(v, Fo(s,6) ds < 5/ DIFo(t, 6), Fo(s,E)}ds —;, 0 
Per provare b) osserviamo che esiste una successione 0 < h; + 0 tale che 


1 t+h; 
d0,7 / F(5,€) narra 0. 


Esiste ancora una selezione sommabile Y;(s) € F°(5,é) per quasi ogni s in [t,t+h] 
tale che 
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t+h; 
vi; = a Ti(s)ds — v. 


Per ogni y € B si ha 


1 14h; ; 1 t+h; 
wi=pf mast sro) 
hi t h; t 4 
e quindi, passando al limite, 
Yyv < 8*(Y, |Fo(t,€)) 


Di qui segue v E Fo(t,£). 
Le affermazioni a) e b) sono provate in [7] sotto l’ipotesi di F(-,-) continua. 


Lemma 2. Soto le ipotesi (HO)-(H3), esiste J C [0, 1] di misura nulla tale che 


lim ine V(O+ MEO) VIGO >0 


per ognit &J, € € R°, ve Fo(t,€). 
Per la dimostrazione fissiamo z4(-) E So(t +A,1;é + hu) tale che 


V(t+h,€+hu)= f(z4(1)) 
e poniamo 
ta(s)=€É+(s-t)vpert<s<t+h 


Segue dalla Proposizione 1 che esiste y(-) E So(t, 1; é) tale che 


: 1 
ly(1) — ca (1)] < ell i d(#(5), Fo(5,2n(5)) ds = 
= ellAIll ta d(v, Fo(s,€ + (s—t)v)) ds < 


t+h t+h 
< ellaIl! / d(v, Fo(5,é) ds +f A(s)(s — t)|v| ds 
t t 
Dal Lemma 1 segue 


ly(1)|; za (1)] < M 


e di qui segue, a causa di H(0), 


If(y(1)) — f(za(1))] < Mily(1) — za(1)|, 


per una certa costante M;. 
Fissiamo t @ J, con J come nella Proposizione 3. Ora siha(h>0) 
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V(t,€) < f(y(1)), 


LEPRE IO 3 Lr) - /0]=-L)- 01 > 


siae | Lf SA a la-%) 
> Me È fard fa pls] > 


-0+ 


+47 t+h 
— Mi ella: HA DIFo(1,8),Fo(6,6ds+ /” AG] Paro 


e quindi 
limint LO+ ME + ho) — V(6,6) > 0. 
h-+0+ h 


Lemma 3. Sotto le ipotesi (H0)-(H3), esiste J C [0,1] di misura nulla tale che per 
ognit £ J e È € R" esiste vo € Fo(t,é) verificante la condizione 


liminf V(1+h,É + hvo)— Vt,€) <n 
h-+0 h 7 
Prendiamo J che verifichi le condizioni della Proposizione 3 e tale che ogni 
t € J sia punto di Lebesgue per r(-) e A(-). 
Fissiamo zo(-) € So(t,1;€) tale che 
V(t,€) = f(z0(1)) 
Si ha, et éJe h>O0, da (H3) e dal Lemma 1 


da t+h 
slitte) 0 < 7 J lz0(s)] ds < 


1 t+h 
<7f tO+0(9Nd< 
t 
1148 
gi J [r(5) + A(5)M]ds — r(6) + AE)M < c0 
h Ji h-+0+ 
Ne segue che esiste una successione h; + 0+ per i + co tale che 


a anta) = 200) __, 


v 
hi i-00 9 


Per ogni y € B si ha 
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1 t+h; 1 t+h; 
yu =7 J yio(s) ds < Ù 8*(ulFo(s,20(5))) ds < 
It 1Jt 


1ioft+ai 1 fi+hi 
SO FIGI f MIzo(8) — c0(0)l de 
sit rJt 
Dalla maggiorazione all’inizio della dimostrazione segue 
\ro(t + A) — zo(t) < Alr(1) +A()M + 1] per 0<A<k 
e quindi ( peri>îi) 


t+h; 
Pa MET TORETOTE 


x i MIETOE x È [r(t) + AM + 1]ds < 


1+h; 
<[r()+A0)M +1] J Ms) ds — 0 


Da questo e dalla Proposizione 3 si ottiene 


yvo < 6*(y|Fo(t,€)) 


e di qui segue che vo E Fo(t, €). 
Per la Proposizione 2 si ha 


V(1,€) = V(t+h,zo(t+h)), vh>0 
e quindi, set 4 J, ° 


_ VC hi ol + ha) - VO) _ 
= hi ch 


_ (EH hi ol) + hoo) = VO) 
F — 


V(i + hi, to(t + h;)) _ (t + hi, ro(t) + h;vo)) 
RE fg SI 


0 


e di qui e dal Lemma 1 segue 
V(t + hi; € + h;vo) = V(t, €) _ 
h; ii 
RE V(1+hi,co(t+h;)) — V(1+ hi, ro(t) + hivo)) * 
dc "a I- 


t+h;)- t 
to(t + si 0 GIR I 


<0 


Dunque riesce 


itnia + Et) ERO 2g 
h-0+ h Si 


Con questo il Lemma 3 é provato. 
Dalla Proposizione 1 e dai lemmi 1,2,3 segue il Teorema 1. 
I risultati principali di [8] sono contenuti nel Teorema 1 e nel seguente 


TEOREMA 2. Supponiamo che valgano le condizioni (H0)-(H3) e che la funzione 
W:[0,1]x A" R" 


verifichi le condizioni 
a) per ogni R>0e e> 0 esiste6> 0 tale che 


BALI — W(a;, €) < e 


per ogni m-pla di intervalli disgiunti [a;,b;] C [0,1] tali che YT (bi -— a) < 6; 
b) per ogni R> 0 esiste una costante C' > 0 tale che 


IW(t,8)- W(@,6)1 < Cle' —€l 
per 0<t<1 ele, l&|<R; 
c) W(1,é) = f(éÉ) per ogni é € R"; 
d) esiste J C [0,1] di misura nulla tale che 


liminf W(+h,6+ hv)— W(1,6) > 0 
h+0+ h 


per ognit £ J, £ € R", ve F(1,€). 
Allora si ha 


i) W4W6<V(,€) per0<4<1, ER"; 
ii) se x(-) € S(0,1;ro) verifica la condizione 
W(0, 20) > f(£(1)), 


allora x(-) é soluzione del problema (P). 


Per la dimostrazione prendiamo y(-) € S(t,1;£). 
Per il Lemma: 1 si ha |y(s)] < M per t<s<1 .La funzione 


9(5) = W(s,y(5)), t< 5 <1, 


é assolutamente continua (cfr [8], Lemma 6.1) ed esiste Ji C [0,1] di misura nulla 
tale che ogni s é Ji é punto di Lebesgue per g(-) e per y(-) e inoltre 
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Y(s) E F(s,y(5)), 


timint E+ 1246) + hi(S)) — WGI) 
h-0+ h 


Ne segue (cfr [8], Lemma 5.2) 


tim PELA + hi) - WEI) _ 0 
h-+0+ h 


> 0. 


9(5) = 


per s€& J1, e quindi 


LUO) - WOO = WA) WI) = f i94>0 


Di qui si ottiene i) prendendo l’estremo inferiore rispetto a y(-) e si ottiene ii) 
prendendo t= 0 e £ = ro. 

Prima di esporre i risultati di [9] richiamiamo da [2] alcuni fatti relativi al 
gradiente generalizzato di una funzione f : A" + R localmente lipschitziana. 


df(x)= co{limVf(z;)|r; + 2 per i + 00}, 


f°(z;v)= limsup Pe ell= Mai _ 
(3h) (£,0+) h 


max{yu|y E df(7)}, veR?, 
to) f(2) é non vuoto, convesso e compatto, 


Ve> 0,36 > 0, Ve: | - e|<65> 9fa) Cdf(x) +eB. 


Consideriamo la condizione 
(H3’) esiste una costante positiva K tale che 


F(t,x) G K(1+]|r|)B per0<t<1,rER". 


Dal Lemma 1 segue che V é localmente lipscitziana su [0,1]x R” , se F verifica 
le condizioni (H1),(H2), (H3”?). 
Il risultato principale di [9] é dato dal seguente 


TEOREMA 3. Sotto le ipotesi (H0),(H1),(H2),(H3'), sia 2* € S(0,1;xo) una 
soluzione del problema (P). Allora esiste p(-) € W!:!(0,1; R") tale che 


(-P(t), (1) € OH (t,2(t),p(t)) q.d. su [0,1], 


—p(0) € dV(0, 20), 
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—P(1) € df((2*(1)), 


(AC), —p(4)) E AV(t,2* 0) 3, 


essendo 


h(t) = H(t,2*(t), p(t)). 
Questo teorema generalizza precedenti risultati dello stesso tipo contenuti in 
3]; [4], [5]. 
Ricordiamo che si é posto 
H(t,z,p)= sup{pu|v € F(t,2)}. 


Per la dimostrazione, contenuta in [9], si costruisce una famiglia di problemi 
ausiliari dipendente da un parametro e > 0 . A questi problemi si applicano le note 
(da [2]) condizioni necessarie e quindi si passa al limite per e + 0. 

Per 0<€< 1, poniamo 


G.(t) = U OV(s,y), O<4<1, 
I(3,9)-(t,2*(1))<e 


Te(t,v,w) = 8*((w,—(1+ w)v)|G.(t)) = 


=. sup (aw-(1+uw)0v), vweR", 
(a,B)EG.(t) 


F.(t, (4,2) = {o(t, vw), (1 + w)(e + v)le E F(t,2), lol, hw] < €}, y E Rx E R°, 


Te(y(:), 2()) = f(2(1)) — V(0,2(0)) + (1) — (0) 


per ogni (y(-), x(-)) € W!:!(0,1; Rx RP). 
Si verifica che 


G.(t) C KB per 0<4t<1, 


con K costante opportuna; 
Ce(-,u,v) é-misurabile (u.s.c.); 
ce(t,+,:) € lipschitziana unif. su eB x €B; 
F: verifica condizioni di tipo (H1),(H2),(H3") e quindi anche coF.. 
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Lemma 4. Sia (y(:), (-)) € W!:1(0,1; "+!) tale che 


(Ut) £(4)) E Felt, (y(t), 2(1))) 9.d., 


le@) — 2) < è per 0<t<1. 
Allora si ha 
Je(y(:), 2(-)) > Je(0,2*()). 


Per la dimostrazione si prendono le funzioni misurabili e(-), v(-), w(:), tali 
che 


s(t) = [1+w(t)][e(t) +v(1)] 9.d., 


| Ut)= cet, v(t), w(t)) gq.d., 
(i) 
e(t) E F(t,2(t)), [o(t)| < e, |u()] <e gd. 


e si ottiene 


1 
Iv). 2()) = V(2(1)) — V(0,2(0)) + i ce(t, (1), w(1)) dt = 


1 
J [DIV (t,2(1) + 0-(t,0(1), v(1)] di 
Re 
mentre riesce 
Je(0, z*(1)) Cai V(0, x*(0)) =0 
Se nel punto t valgono le relazioni i), se 


liminf V(t+h,x(t) +he(t)) — V(t,z(t)) >0, 
h-0+ h 
se esiste la derivata D.V(t, r(t)) e se t é punto di Lebesgue per £(-), si ha 


DIV (t,(0)) + oe(t, (1), w(1)) = ge(t) > 
DIV (8, 2(4)) + 8*((w(0),—(1+ w(1))v(1))|OV(1, 2(4))) = 
DIV (t,2(0)) +V(1,z(1); (0), -(1+ w(1))v(1)) = 


lim 


Vi+h,x(t+h))-Vt,z(t)) 
h-0+ | h. Ù 


V(t+Aw(t),2' — MX1+ w(t))o@)) = Vi, 21) 
d di t 
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essendo L 21 una costante tale che (cfr.Lemmal) 


le(t+A)-— (6) < ZIAl. 


Se si pone 


=t+h, 2'=z(1+h),A=h, 

si ottiene (h > 0) 
t+h,c(t+h)- sii 
VEE A SEI = VE) pia 


> x [V(t-+h+ hw(t), 2(t+A)— h(1+ w(#))v(1)) — V(t,2(4))] = 


[V@+8(1+ w(1)), (1) + Az0) — A(1+ w())v(1) — VG, z(1))] + 


xl 


+7 IV + h(14 w(1)), 2(t+ 4) — h(1+ w(1))v())- 
—V(E+ h(1+ w()), 2(t) + hz(t) — A(1+ w(1))v(1))] > 
> x [V(t + hA(1+w(t)), (1) + h(1+ w(t))e(t)) — V(t, z(t))] — 


s(+h)-s() 
Sr ala), 


per una opportuna costante L, > 0, a causa di (i) e della locale lipschitzianità di 


—Lil 


Dunque si ottiene 


V(t+k,z(t) + ke(t)) 
E 


0:(0) > liminî IZ 4 (9) >0 


e con questo il lemma é provato. 
Pertanto, per ogni 0 < e < 1, (y(-)= 0,2*(-)) é soluzione del prolema 


Je(y(), 2()) > min 

(4(1), 2(-)) € WI3(0,1;R x R°), 

(6), #(4)) € Fe(t, (y(t), (1) q.d. 
let) — 2*(t)]<e per 0<t<1 


(Pà) 


e quindi anche del problema ottenuto sostituendo coF. a F. in (Pe), per 
la Proposizione 2. Questo permette di applicare le condizioni necessarie di 2] 
(Corollary 2 al Theor.3.2.6) e ottenere le funzioni (9e(:), pe(-)) E W1(0,1;Rx R") 
tali che 
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(-ge(t), —Pe(t), y(t) = 0, 2*(1)) € OH.(t, (y(t) = 0, 2*(t)), (g:(1), pelt))) q.d. 
—p:(0) € AV(0, 2*(0)), ge(0) = -1, 
—Pe(1) € df(2*(1)), ge(1) = 1, 


con 


He(t,(y,2), (9,p)) = max{goc(t,0,w)+(1+w)p(e+v)|e € F(t,2), lo < 6, || < e} 


= max{goe(t,v,w)+(1+w)H(t,2,p)+(1+w)pu]|v| <e, |lw| < e} 
Di qui segue, per quasi ogni t, 


de (3) =0, 


(belt), *(1)) € OH(t,2*(1), pet) + e(A(4)lp<(1)]B) x K(1+1|2*(1)]B)}+ 


+0} x e(1+e)B, 
(9e(1), pe(t)).(0,#*(0)) = He(t,(,2*(t)), (gel), pel(t))) > 


> de(t)0e(t,v,w)+(1+ w)pe(t){2*(t) + v], 
per ogni |vu| < e, |w|< e. 


Si ha poi 


qe(t)=-1 per 0<L<1, 
wp:(t)3*(t) +(1+w)vp(t) < oe(t,v,w) = 


8*((w, —(1+ w)v]G.(t)) 


e il punto (w,—(1+w)v) descrive un intorno di 0 al variare di ve w sotto le 
condizioni |v| < e, |w| < e. Ne segue,per ogni 7> 0, 


(pelt)2*(1), —pelt)) E TOGL(1) C AV(t,2*(t)) + nB 


per 0<e< En. 

Ora si può ”passare al limite per una successione €; + 0+ per î — 00” e si 
ottiene da quanto visto sopra una funzione limite p(-) € W*1(0,1; R") tale che 
(per quasi ogni t) 


—P(0) € d:V(0,2*(0)), | <p(i) € af) 
(-D(1), 2*(1)) € dA (t, 2*(1),p(0)); ACE 


(P(Y)E* (1), —p(1)) € (1 [OV(#,2*()) +8] = 0v(@4,2* (0), 
n>0 
p(t)î*(t) = H(t,2*(t),p(t)) 
e questo conclude la dimostrazione. 
Consideriamo ora il seguente problema 
h(z(1)) + fo L(t,2(t),u(t)) dt > min 
x(:) € W!4(0,1; 2"), u(-) [0,1] + R" mis. , 
(Q) | #(4) = f(t,z(t), u(t)) q.d. su [0,1], 

u(t) e U(4) Pe ; 
z(0) = To 


Sotto le ipotesi 

(CO) h:° — R localmente lipschitziana; 

(C1) [0,1]xR"xR" a (t,2,u)t Î(t,2,u) = (L(t,7,u), f(t,z,u)) € Rx R" 
é t-misurabile e u-continua; 

(C2) esiste A(-) € L!(0,1) tale che per ogni r,2' € R°, ueU(t) siha 


- M(,2',u)— f(t,2,0)] < Ml — sl, 
(C4) [0,1]x RA” DU = boreliano e 


U(t) = {ye AR" |(t,y) €U} #0 compatto per 0<t<1, 
in [9] é provato anche il seguente 


TEORMA 4. Sia(z*(.),u*(:)) una soluzione del problema (Q). Esiste p(-) € 
W1(0,1; R") tale che 


—b(t) € ds (1,2*(1), p(t), u(t)) q.d. su [0,1], 
FUSO) = ma FUSI) 
—p(0) € dV(0,z0), —p(1) € dh(2*(1)), 


(A(t), —p(1)) € AV(I,2*(1)) ,,., 


dove si é posto 
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H(t, c,p,u)=pf(t,2,u)-L(t,r,u), 


1 
V(1,2) = inî {H(1) + J Es, u(a uloae uf) az 


h(t) = p(+)f(t,2*(t), u*(t)) — L(t,2*(0), w*(1)). 
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